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1. EINLEITUNG 
In einer Reihe von Arbeiten (vgl. [7-10)) haben Meijer, Niederreiter, 
und Tijdeman folgendes Resultat iiber die Diskrepanz von Folgen auf dis- 
kreten RPumen gezeigt: 
1st A = {a,,..., a,} (a > 1) eine endliche Menge und p ein 
Wahrscheinlichkeitsmab auf A, bezeichnet ferner fur eine Folge o = (x,) 
iiber A, D,,,(W) die Diskrepanz, d.h., 
(x, ist die charakteristische Funktion von {u}), dann gilt 
1 
supinfsupN+D,(o)=l--. 
2(u - 1) 0 o N 
(1.2) 
Hlawka hat in der Arbeit [2] zahlreiche Resultate zur Gleichverteilung 
auf diskreten Riumen bewiesen, insbesondere hinsichtlich der Anwen- 
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dungen in der Mathematischen Linguistik. Im AnschluD an diese Arbeit 
wurde von den Autoren der folgende Diskrepanzbegriff eingefiihrt. 
Mit A, ,u, o wie oben sei 
Djp(w) = sup +,; 1, 
0 
u) -P(U) 
UEAJ 
s 
(1.3) 
wobei fur u = (ai ,..., u,)~(u)=c~(u~).‘.~(u,) bedeutet und fur 
UN = (Xl )...) xN) das Symbol (0,; u) durch 
(0,; u) = c X&i,) . .. x,bJ 
I < il -c < i, $ N 
(1.4) 
detiniert wird; d-h. (0,; u) gibt an, wie oft u als “Teilwort” im 
Anfangsabschnitt oN der Folge w  vorkommt. In den Arbeiten [3,4] wur- 
den einige Untersuchungen zu diesen Begriffen durchgefiihrt, insbesondere 
konnte ein erstes Teilergebnis in Richtung auf ein Analogon zu (1.2) fiir 
D$)(w) gezeigt werden: 
C1 < D(‘) = sup inf lim sup N. Dk)(o) 6 C2 
cc o N-m 
(1.5) 
mit nur von s, CL abhangigen positiven Konstanten C, , C,. 
In den Abschnitten 2 und 3 der vorliegenden Arbeit wird fur den Fall 
a = 2 (d.h. fur (0, l)-Folgen) der in (1.5) abgeschatzte Ausdruck explizit 
bestimmt: 
SATZ 1. Fiir die s-Diskrepanz lIti) uon (0, 1)-Folgen w  (vgl. 1.3) gilt: 
I)‘“) = sup inf lim sup N. D$)(w) = s/2, 
P oJ N-m 
wobei sich supr iiber alle Wahrscheinlichkeitsmaj?e p auf { 0, 1 } erstreckt. 
In Abschnitt 2 wird die zum Beweis von Satz 1 notwendige Anschltzung 
nach oben, in Abschnitt 3 die Abschatzung nach unten gezeigt. 
In Abschnitt 4 wird u.a. fur den Spezialfall ~(0) = ~(1) = l/2 folgendes 
Resultat bewiesen: 
SATZ 2. inf, lim SUP~,~ N-Dl;)(o) = s(s + 1)/2”+ ‘. 
Im abschliel3enden Abschnitt 5 wird auf verwandte Aufgabenstellungen 
und offene Probleme eingegangen. 
Es sei darauf hingewiesen, dal3 lim,, o. DE)(o) = 0 (fur beliebiges s) 
Equivalent ist zu lim ,.,+ m D,,,(O) = 0, d.h. eine Folge o ist “s-gleichverteilt”, 
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wenn sie gleichverteilt im iiblichen Sinne ist (vgl. [ 51). Fur alle hier nicht 
erklarten Begriffe aus der Theorie der Gleichverteilung sei auf die 
klassischen Monographien von Hlawka [l] und Kuipers und 
Niederreiter [ 61 verwiesen. 
2. ABSCH~TZUNG VON @)NACH OBEN 
Im folgenden wird gezeigt: 
PROPOSITION 1. @‘<s/2. 
Wit setzen p( 1) = ,4 und ~(0) = 1 - I und zeigen fur die von Meijer und 
Niederreiter in [S, Abschnitt 23 angegebene Folge o zu diesem Ma8 ,u: 
lim sup N * O$$( 0) < s/2. 
N-m 
(2.1 
w  = (x,) kann dabei auf folgende Weise definiert werden: 
x,= 1, falls n = [(2/r - 1)/21] mit k E N, 
(2.2) 
= 0, sonst; 
dabei bezeichnet rt] die kleinste ganze Zahl griil3er oder gleich der reellen 
Zahl t, ebenso verwenden wir splter LtJ fur die gr%te ganze Zahl kleiner 
oder gleich t und {t}=t-LtJ, (t)=rtl-t. 
Zum Beweis von (2.1) ist also die Ungleichung 
lim sup N 
i( I( >> 
y (0,; u)-N/l(u) <s/2 
N - cc 
(2.3) 
fiir alle u E (0, 1 }” zu zeigen. Die Falle 2 = 0 bzw. L = 1 sind trivial. Es 
erweist sich als gunstig, zunachst die FHlle u = (O,..., 0) und u = (l,..., 1) zu 
betrachten. Wir fiihren nur den Fall u = (l,..., 1) explizit aus, der andere 
kann analog behandelt werden: Aus (2.2) ergibt sich, dal.3 der 
Anfangsabschnitt wN genau LLlv+ $ J-ma1 die Ziffer 1 enthtilt. Daher ist 
(0,; u) = (LAN: ‘/‘J). Bezeichnen wir mit 
(Y),=Y(Y- l)*..(.Y-s+ 1) (2.4) 
die Newton-Polynome, so gilt die einfache asymptotische Formel 
(N+c,),=N”+ C,F2 ( 
s(s- 1) 
> 
N”- l+ O(fv-2) (2.5) 
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fur cN = 0( 1). Damit ist 
=f(i.W+(f-s {AN+;] 
Wir zeigen 
Es 
zu 
AS-l Il+(&l)(~-1)-2{LN+;}I<l. 
geniigt dazu die Ungleichung 
/?-I(1 +(A- l)(S- l)-2)2 -1 
beweisen: s = 1 ist trivial; fur s 2 2 gilt 
ns-‘(n+S(l-q)<(A+(l-J)y=l. 
159 
(2.6) 
Damit ist (2.3) fur u= (l,..., 1) gezeigt. Der Fall u = (0 ,..., 0) kann analog 
erledigt werden. Im folgenden enthalte u mindestens einmal 0 und min- 
destens einmal 1 und sei von der Gestalt 
u = ()'I 10'2. . . o'rl()'r+ 1 
( ij 2 09 r > 1)~ (2.7) 
wobei 0’ den Block O,..., 0 von i Nullen bezeichnet. Weiters nehmen wir 
zunachst i, , i,, I > 0 an. Aus der Konstruktion (2.2) der Folge o ergibt 
sich: 
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1~]_k,-[2krI;-11+k., 
. . . 
i, 
N- k-1 i 1 ~ -LAN+;J+k, 21 
X (2.8) 
i r+l 
Ferner beniitzen wir die Abkiirzungen: 
s=i,+ ... +i,+,+r, cc=(l -A)/& 
M=N-LIN++J, R=LAN++]. 
(2.9) 
Im folgenden ist der Hauptterm und der nlchste Term in der 
asymptotischen Entwicklung von (0,; U) nach Potenzen von N zu bestim- 
men. Zunachst ist fur irrationales 2 die Folge ((2k - 1)/2n)p= r gleichverteilt 
modulo 1 und somit 
$, (($+;)=o(N,. 
1st 2 = p/q (p, q relativ prim) rational, so ergibt sich durch kurze 
Rechnung 
wenn 
P-l 
c1=2p fur A= 5 und 2/q 
1 
=- 
2 
fiir I=$und2Cq 
DISKREPANZ VON 0, 1 FOLGEN 161 
gesetzt wird. Durch Abelsche Summation ergibt sich daher insgesamt 
zl ((y) -e,)ki=O(Ni+‘) (fiir i>O) (2.10) 
mit 
P-l 
c2=2p fiir A=$, 2/q, 
=$ sonst. 
Man beachte fiir spgtere Abschltzungen, daB stets 0 < cL < 1. Somit gilt 
(wlv; 4=C ak,-::-1/2i)(r(k2~k,))... 
a(k,-k,-,) M-ak,-cl+ l/23, 
i, i,+ 1 
+ O(N”-1). (2.11) 
Weiters haben wir 
sowie 
sodaD 
(w,; U)=c,+c,-c,+o(N’-‘), (2.12) 
wobei 
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(Dabei sind die Summationsbereiche jeweils wie in (2.8).) Wir behandeln 
zunlchst 1, : wegen 
t=R+T mit T= 
-l/2 + {hv+ l/2} 
1-I 
(2.13) 
ergibt sich 
c =,,~,Ck;‘(k,-k,)“-..(k,-k,-,)‘~(R-k,)i~+’ 
1 
i,!.iz!...i ‘.i,+,! I. 
-a s-r-1 
r i,(i,-1) 
1 2 
m=l 
;~...(k,~~-k,-~)j,~‘(k,+l -k,)im+I(R-k,)ir+l(k,-k,~,)im-’ 
iI!,..&+,! 
-a s-,-1lr+l . (iv+l-l) 
2 
xc k’,l(k,-k,)‘2...(k,-k,+l);r(R-kl)ir+l-I 
iI!...&,,! 
=c11 +c,,-cl,-c,,~ 
Nun ist 
Unter Beniitzung von erzeugenden Funktionen vereinfachen sich die 
obigen Ausdriicke wie folgt: 
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wobei h die Anzahl der j, 1 6 j 6 r, mit $ = 0 angibt. Wegen i, + 1 # 0 gilt 
r+l . c z,,,-+s-2r;h-1. 
m=l 
im # 0 
(2.15) 
Behandelt man die Ausdriicke x1*, xIj, C,4 analog, so erhalt man 
insgesamt 
,,=~s-r(R+,-h)+~~-~(R~~I”) 
s-2r+h-1+2T Is-2r+h-1 
X -- 
2 
(2.16) 
a 
Die Hauptterme von x2 und x3 ergeben sich durch eine ahnliche 
ijberlegung zu 
Z,,,,=(C~-~)~‘~‘~‘(~:~~~)+O(N”), (2.17) 
sodab die Differenz nur im Restglied eingeht. Entwickelt man die 
Binomialkoeftizienten nach der Methode von (2.5), so ergibt sich 
N( s(s - 1) 
(7 
o,,u)=L’(l -nyrlv+2y1 -,y2 
s 
+A’-‘(1 -A),-, 
( 
-T(l A)-;+ T 
I s-2r+h-1 -- 
1-A 2 
+0(l); 
und daher 
N( 0,; u) nr(1 -,),-r 
N 
0 s 
(2.18) 
Es verbleibt nun zu zeigen: 
l’-l(l-l)“-‘P1 ~42{~N+~)-1)--~‘(s-1)+2~r-h~<1. (2.19) 
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Wit beniitzen im folgenden die Abkiirzung r’= r - h. Wegen il #O gilt 
r’ > 1. Wir zeigen zunachst 
~r-1(l-~)~-r-1(~-~2(~-l)fr’+r(2~-1))~l. 
Wie man leicht nachweist, ist die Funktion 
(2.20) 
f(A) = r(21- 1) - J*(s - 1) (2.21) 
stets < 0 fiir 0 < i 6 1. Es geniigt daher sum Beweis von (2.20) die 
Ungleichung 
A’-‘(1 --A)“-‘-‘(3,+r’)< I 
zu zeigen. Fiir r’ = 1 ist die linke Seite 1’- ‘( 1 - A)‘-*-‘( I- 2’) < 1 wegen 
s>r+2 (da i,#O, ir+l # 0). Sei nun r’ > 1; dann ist die linke Seite kleiner 
oder gleich 
L”-‘(l--1)“-‘(r’+ l)< 
r’+ 1 
4’.-‘1, 
da s > r + r’, r >/ r’. 
Nun zeigen wir die Ungleichung 
1’+‘(1 -n)Spr-1(IZ+i2(.s- l)-r’-r(23,- l))< 1. (2.22) 
Fur r = 1 und damit r’ = 1 ergibt sich (2.22) aus 
(1-3,)“~*(-l++(s-l))~(s-l)~(1-~)~-*~(~+(1-~))~-‘=1. 
Weiters ergibt sich aus der Gestalt der Funktion gl(L) = 
A+ L*(s - 1) - r’ - r(2A - 1) auf dem Interval1 [0, 11, da13 die linke Seite 
von (2.22) kleiner oder gleich 
A’-‘(1 -A).\-r-l max(r - r’, s - r’ - r) (2.23) 
ist. Wegen 2 f r < s - 2 haben wir 
A’-‘(1 -~)S~r~‘(r-r’)~r~r~‘(l -A)s-r-’ 
~(s-2)~‘-‘(1-E.)“-2~“~“~1, 
sowie 
Jw’-‘(l -n)S~r-l(S-r’-r)~(S-r)(l -,J)s-rpl~rp’ 
~(s-2)1’-‘(1-1)“-2~“-‘)~1. 
Damit ist die Ungleichung (2.19) vollstlndig bewiesen. 
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Es verbleiben die Falle u = 0’1 1 0” 1 *** 1 Oir 1 Oir+l mit il = 0 oder 
i, + i = 0. Da die Behandlung dieser Falle weitgehend analog zum obigen 
Hauptfall verlliuft, geben wir im folgenden nur die wichtigsten Teilschritte 
an. 
Sei zunlchst i, = 0 und i,, 1 = 0. Da der Fall u = l,..., 1 schon erledigt 
wurde, kiinnen wir r’ > 1 voraussetzen. Wegen il = 0 und i, + 1 = 0 entfallen 
nun die Ausdriicke Cz und x3 in (2.12), sowie bei der Behandlung von C, 
die Terme Clz und Ci4. Beachtet man, da13 nun anstelle von (2.15) 
r+l i c m-+s-;+h, 
IPI=1 
im # 0 
(2.24) 
so erhilt man insgesamt 
N( 0,; u, --A’(1 -,),-’ 
-A’(s-1)+21r-h+l-2A)+o(l). (2.25) 
Daher ist nun die Ungleichung zu zeigen 
A’-‘(l-A)“-‘-’ I(&1)(2{/IN+$}-l)-A*@-1)+21r-h+l-211 <l. 
(2.26) 
Zunlchst zeigen wir 
A’-‘(1 +++l(l -1-12(s- l)+r’+r(2L- l)+ 1-2i)< 1. (2.27) 
Da f(A) aus (2.21) stets GO, geniigt es zu beweisen 
A’-‘(1 -A)5----(2-3A+r’)< 1. 
Im Fall r’= 1 gilt 31’-‘(1 -A)‘-‘< 1 wegen r>2 (denn i, =O, r’> 1) und 
s > r + 1 (denn u # l,..., 1) und d(l-A)<+ fur O<A.<l. 1st nun r’32, so 
ist die linke Seite der zu zeigenden Ungleichung 
Zum Beweis von (2.26) fehlt noch die Ungleichung 
A’-‘(1 -,),-r-y1 -1+12(s- 1)-r’-r(211- 1)-1+21)< 1. (2.28) 
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Dies ist aber genau die Ungleichung (2.22), deren Beweis oben fur r < s - 2 
gefiihrt wird; hier ist jedoch such r= s - 1 moglich. Dann ist r’= 1 und 
(2.28) hat die Gestalt 
Es sei jetzt i, #O und irfl = 0. In diesem Fall ergibt sich zusltzlich zum 
vorigen Fall such ein Beitrag von x2 in (2.12) wlhrend x3 weiterhin 
entfalit. Man erhglt nun anstelle von (2.25) 
=A’-‘(1 -A)dpr-lS (A- 1) 2 AN+’ - 1 -A2(s- 1)+2Ar-h 
21 ({ 21) 
+2Ac,-23, +0(l). (2.29) 
Wiederum zeigen wir zunachst (man beachte 0 < cI < 4) 
A’-‘(l-A)“-‘+‘(l-A-A’(s-l)+r’+r(2;1-l)-I)<l. (2.30) 
Fiir r 2 2 folgt dies aus (2.27). 1st r = 1, so ist such r’ = 1, und (2.30) folgt 
aus 
(1 -A)“-2(1 -A@- l))< 1. 
Nun zu 
A’-‘(1 -IZ)sprp’(l -A+I’(s- l)-r’-r)(2A-- 1)+2A)< 1. (2.31) 
1st r = 1, so ist such r’ = 1, und wir zeigen 
(1 -n)S--(122(s- 1)-A+ l)< 1. (2.32) 
Wegen A(s-1)A(1-;1)S-2<A und (l-k)sp’<l-A folgt dies unmit- 
telbar. 1st r = s - 1, so ist such r’ = 1, und 
Sei nun 2<r<s-2. 
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Die Funktion g,(A) = A2(s - 1) - (2r - l)A + 1 + r - r’ nimmt auf [O, l] 
ihre Maxima am Rand an, d.h. es ist zu zeigen: 
J,-‘(I-~)“-‘-I max(l-t-r-r’,s-r+l-r’)61. (2.33) 
Dies kann aber ganz analog wie (2.23) gezeigt werden (r’ > 1). 
Es verbleibt noch ir = 0 und i,, 1 ~0. Im Gegensatz zum eben behan- 
delten Fall ergibt sich nun ein Beitrag von C3 in (2.12), jedoch kein Beitrag 
von x2. 
Man erhalt anstelle von (2.25) 
N( WN; u) nr(1 -A),-, 
(3 s 
+ 1-21c, +0(l). (2.34) 
Sei zunachst r’ = 0 und r = 1. Fiir s = 2 zeigen wir 
~(2{IN+t}-1)-~2+21-21Cj~~1: 
fur cl = l/2 folgt dies aus 
A- A2 + 21- A= A(2 - A) d 1, 
fur ci = (p - 1)/2p (d.h. A= p/q, 219) folgt dies aus 
Weiters ist einerseits fur s > 3 
(1-1)“-2A(3-A(s- l))<l 
und andererseits fur beliebiges s 3 2 
(1 -1y2A2(s- l)< 1 
und daher fur diesen Fall 
I’-‘(l-il)“-‘pl ~1(2{AN+~}-1)-~2(s-1)+2~r-hf1-2~c,J~1. 
(2.35) 
64112112.4 
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Sei weiters r’ = 0 und r = s - 1. Fur s = 2 ist dies der obige Fall. Sei s > 3. 
Dann ist einerseits fur cI = 1 
ns+‘(l-(S-l)(;1-l)2)<1 
und andererseits fur c1 = ( p - 1)/2p 
Weiters gilt 
(wie bei (2.32), indem 1 durch 1 - 1 ersetzt wird). Nun zeigen wir in (2.35) 
fur r’=O und 2<r<s-2: 
~r-‘(1-~)S-‘I-1(~+(21L-1)r-~2(~-1)+1)Q1; 
dennf(1) aus (2.21) ist 60, und 
A’-‘(1 -Iz)s~r-1(~2(s- l)-(1 -r)(2A.- l))< 1, 
was wie (2.23) durch Einsetzen der Randwerte A =O, 1 folgt. Es verbleibt 
der Fall r’ > 1. Hier ist zunachst 
A’-‘(1 --II)"~'-'(1+r(2~- 1)-n’(s- l)+r’+ 1) 
r’ + 2 
<nr’(l --A)“(r+2)GF< 1, 
denn die Funktionf(l) aus (2.21) ist ~0; weiters 
Lrp’(l -1)“+-‘(L+;12(s- I)-r(2A- 1)-r’- 1+2J.) 
<~r-l(l-~)s~r-lmax(r-r’-l,,s-r-r’+l) 
~(s-2)i’-‘(1-3L)s-r~‘~1 
da l<r’<r<s-2 (i,=O, ir+l ~0). Damit ist Proposition 1 bewiesen. 
3. ABSCH~TZUNG VON II(‘) NACH UNTEN 
In diesem Abschnitt wird gezeigt: 
PROPOSITION 2. W 2 s/2. 
Der Beweis foigt durch eine Verschlrfung von Argumenten aus [4, 
Satz 2.71. Sei zunachst s = 1. Wir gehen indirekt vor und nehmen an, es 
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ware D(l) < 1 -E. Dann gibe es fur jedes MaD p eine Folge w, sodaB fur 
alle N gilt 
[(w,; 1)-p(l)N] <i-E. 
Sei nun p( 1) = A irrational. Dann gilt folgende Ungleichung fur fast alle N: 
{AN) --f+E< (0,; l)-LAN]<{1N}+~-&. 
Die Folge {AN} liegt dicht im Interval1 [0, 11, daher existieren unendlich 
viele N mit {AN} aus (4 - E, $+ E); da aber (0,; 1) - LANJ ganzzahlig ist, 
ergibt sich ein Widerspruch. Sei nun s > 2 und u = l,..., 1. Dann ist fur p wie 
oben und eine Folge o mit 
da (0,; u) = (cw:;l) ). Gilt fur die Folge w  hingegen lim, _ m 1 (ON ; 1 )/ 
N - A( = 0, so ergibt sich 
und daher 
(0,; 1)” 
---AS (1 +o(l))+o(l) 
N” 
Damit erhllt man fur jedes E > 0 fur unendlich viele N 
also 
inf lim sup ND$)(o) 2 f A”- l. 
0 N-CC 
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Da II irrational beliebig aus [0, 11 gewahlt werden kann, ergibt sich 
DC”) 2 s/2. Mit dem Beweis von Proposition 1 und 2 ist Satz 1 gezeigt. 
4. EINIGE SPEUELLE RESULTATE 
In diesem Abschnitt zeigen wir fur das Ma13 p unit ~(0) = p( 1) = l/2 
folgendes Resultat: 
SATZ 2. 
s(s + 1) 
inf lim sup N. @l(o) = - 
0 N + K 2 
s+l ’ 
Zum Beweis betrachten wir zunachst die Folge o = 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, l,..., 
und zeigen, da13 fur diese Folge 
s(s + 1) 
lim sup Na D:‘(o) = 2s+1. 
N-t= 
(4.1) 
Sei N= 2k gerade. Dann wurde in [3, Sekt. 33 gezeigt: 
und daher 
(4.2) 
fur s gerade 
(4.3 1 
s(s - 1) 
-S+1 2 
fur s ungerade. 
Sei nun N = 2k + 1 ungerade. Dann ist 
to *k + , ; u) = (%A u) 
Wir betrachten nun zwei Fllle: 
(4.4) 
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Full 1. u endigt auf 1. Dann ergibt sich aus (4.4) und Lemma 3.2 aus 
c31 
wobei d(u) die Anzahl der geschlossenen 01-Blocke in der Zeichenkette u 
angibt; man beachte d(u) < Ls/2 _I. 
Fall 2. u endigt auf 0. Dan ergibt sich wieder aus (4.4) und Lemma 3.2 
aus [33: 
(0 2k+l, ‘“)=(02k+11;U)=(02k+2; 
man beachte, dab nun d(u) < L(s - 1)/2 _I, 
Insgesamt gilt daher 
(0 2k+liU)6 k+Lb+ 1)/21 
s ). 
Weiters haben wir damit 
s(s - 3) 
2 
1) 
fur s gerade 
s(s+ 1) . . 
=s+l 2 fur s ungerade. 
Da andererseits (@2k+, ; u) >, (:) haben wir 
(4.5) 
(4.6) 
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Insgesamt gilt daher fur die Folge o = 0, 1, 0, I,..., 
lim sup N. D$)(o) < 
s(s + 1) 
-pTi-’ N+m 
(4.7 1 
Es verbleibt die Abschatzung nach unten: Nehmen wir zunlchst an, es 
gibe unendlich viele gerade Zahlen N mit (a,,,; 0) #N/2. Dann konnen wir 
0.B.d.A. annehmen 
Damit erhalten wir mit u = 0, O,..., 0: 
<N 
N -- 
N 
0 
2” 
S 
s(s+3) =2’+‘+0 ‘. 
0 N 
Daher gilt in diesem Fall: 
lim sup ND!@(w) 3 
s(s + 3) 
N-u2 
2s+1’ (4.8) 
Im folgenden konnen wir daher annehmen, dab fiir fast alle geraden N gilt: 
(ON; 0) = (ON; 1) = N/2. 0.B.d.A. gilt dann such (oN+ , ; 0) = N/2. Sei nun 
k=N+l, also (0~;0)=(k-1)/2. 
Dann ergibt sich 
und daher 
s(s + 1) 
lim sup N@)(o) 3 2”+’ 
N-m 
in diesem Fall. Damit ist Satz 2 vollstandig bewiesen. 
(4.9) 
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Im folgenden geben wir ein Resultat an, aus dem sich ergibt, da13 fiir 
endliche Folgen o der Lange N die Gr6Be N- Djv)(o) kleiner werden kann, 
als dies nach Satz 2 fiir unendliche Folgen erreichbar ist. 
SATZ 3. Ffir das MaJ? p mit p(O) = p( 1) = 4 und s = 2 gilt: 
inf N.@)(w)=:& 
WE (0,lp’ 
fir N gerade 
3 =- 
4 
fiir N ungerade. 
Zum Beweis betrachten wir zunachst den Fall N = 2k gerade. Urn die Dis- 
krepanz klein zu machen, ist (w; 0) = (w; 1) = k zu wlhlen (w hat stets die 
Lange N). Damit haben wir 
(o;oo)=(o; II)= ; 
0 
und es verbleiben daher (‘,“) - 2(‘;) = k2 Moglichkeiten fur die Teilworter 
(0, 1) bzw. (1,O). Beachtet man nun, da13 bei Ersetzung eines geschlossenen 
(0, 1)-Blockes durch einen geschlossenen (1, 0)-Block die Anzahl der 
“Teilworter” 0, 0 bzw. 1, 1 gleichbleibt, sich jedoch die Anzahl der 
“Teilworter” 0, 1 urn genau eines verringert, sowie diejenige der “Teilwor- 
ter” 1, 0 urn genau eines erhoht, so ist es miiglich die k2 Moglichkeiten im 
Fall k gerade auf jeweils k*/2 “Teilworter” 0, 1 bzw. 1, 0 aufzuteilen, im 
Fall kZ ungerade auf 0.B.d.A. (k2 - 1)/2 Teilworter 0, 1 bzw. (k* + 1)/2 
“Teilworter” 1,O. 
Betrachten wir zunlchst den Fall k gerade, so ist daher 
D!$)(o) = D&(o) = max 
i 
1 1 
k 0 2 1 --- 
c--c 
8k-4 4(N- 1)’ 
1st k ungerade, so ergibt sich ebenfalls 
D$)(w) 1 = 
4(N- 1)’ 
k*/2 1 --- 
(4.10) 
(4.11) 
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Sei nun N= 2k + 1 ungerade und 0.B.d.A. (0; 0) = k, (0; 1) = k + 1. Dann 
verbleiben (‘“$ ’ ) - (5) - ( “z ‘) = k(k + 1) Mijglichkeiten fur die “Teilwbr- 
ter” 0, 1 bzw. 1, 0. Durch sukzessives Vertauschen von nebeneinan- 
derstehenden Zeichen 0 und 1 kann daher, wie im ersten Fall begrtindet, 
(w; 0,l) = (0; LO) =y 
erreicht werden. Fur die Diskrepanz ergibt sich durch kurze Rechnung 
@J(w) = 3 
4N’ 
(4.12) 
Aus (4.10), (4.11), und (4.12) ergibt sich 
1 N 
inf N.@$‘(w)d-.- 
OE (O,l}N 4 N-l 
fur N gerade, 
3 
<- 
4 
fur N ungerade. 
(4.13) 
Andererseits sieht man leicht, dag endliche Folgen w  der Lange N, die die 
“Teilwiirter” 0,O; 0, 1; LO; 1, 1 in einer anderen HG.digkeit als in den oben 
konstruierten Fallen enthalten, eine mindestens gleich groge Diskrepanz 
besitzen. 
5. PROBLEME UND AUSBLICKE 
In Zusammenhang mit den in dieser Arbeit erzielten Resultaten treten in 
nattirlicher Weise folgende Fragestellungennach Verallgemeinerungen auf: 
1. Man verallgemeinere das Resultat aus Satz 1 auf Folgen mit 
Elementen aus A = (a, ,..., a,), c1> 2; fiir s = 1 vergleiche man die in der 
Einleitung zitierten Arbeiten von Meijer, Niederreiter, und Tijdeman, fur 
beliebiges s vermuten wir 
2. Man tinde ein Analogon zu Satz 2 fur ein beliebiges Mat3 p und 
einen Raum A = {aI ,..., a,}, ~13 2. 
3. Man verallgemeinere Satz 3 auf beliebige MaDe p, sowie auf 
A = {a,,..., aor}, a>2, und beliebiges SB 2. 
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4. In der Arbeit [S] haben die Autoren den Begriff der s-Diskrepanz 
auf Doppelfolgen verallgemeinert. 
Im einfachsten Fall von Doppelfolgen o iiber (0, 1 } wird dabei die 
Haufigkeit des Auftretens der (s x t)-Submatrizen aus 0, 1 in den (M x N)- 
Anfangsausschnitten der unendlichen Matrix o getestet. 
Wir stellen nun das Problem, Verallgemeinerungen der hier gefundenen 
Resultate fiir diesen Gleichverteilungsbegriff zu finden. Es sei darauf 
hingewiesen, da13 fur den Fall der Doppelfolgen such noch keine 
Verallgemeinerung des Resultates von Meijer, Niederreiter, und Tijdeman 
bekannt ist. 
LITERATUR 
1. E. HLAWKA, “Theorie der Gleichverteilung,” Bibl. Inst., Mannheim, 1979. 
2. E. HLAWKA, Gleichverteilung und mathematische Linguistik, tisterreich. Akad. Wiss. 
Math.-Natur. KI. Sitzungber. II 189 (1980), 209248. 
3. P. KIRSCHENHOFER UND R. F. TICHY, Gleichverteilung und Formale Sprachen, osterreich. 
Akad. Wiss. Math.-Natur. Kl. Sitzungber. II 189 (1980), 291-319. 
4. P. KIRSCHENHOFER UND R. F. TICHY, &er Eigenschaften und Anwendungen der s-Dis- 
krepanz, L)sterreich. Akad. Wiss. Math.-Natur. Kl. Sitzungber. II 190 (1981), 195-205. 
5. P. KIRSCHENHOFER UND R. F. Ttcrtv, On uniform distribution of double sequences, 
Manuscripta Math. 35 (1981) 195-207. 
6. L. KUIPERS UND H. NIEDERREITER. “Uniform Distribution of Sequences,” Wiley, New 
York/London/Sydney/Toronto, 1974. 
7. H. G. MEIJER, On a distribution problem in finite sets, Indagationes 35 (1973), 9-17. 
8. H. G. MEIJER UND H. NIEDERREIIER, On a distribution problem in finite sets, Compositio 
Math. 25 (1972), 153-160. 
9. H. NIEDERREITER, On the existence of uniformly distributed sequences in compact spaces, 
Compositio Math. 25 (1972) 93-99. 
10. R. TIJDEMAN, On a distribution problem in finite and countable sets, J. Combin. Theory 
Ser. A 15 (1973), 129-137. 
11. R. TIJDEMAN, A progress report on discrepancy, Journees arithmetiques Metz 1981, 
Astirisque 94 (1982) 175-185. 
